Bài tập Số học - Nguyễn Tiến Quang


CHƯƠNG I. SỐ TỰ NHIÊN
1. TẬP HỢP SỐ TỰ NHIÊN 
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Ta nói rằng tập hợp A tương đương (hay đẳng lực) với tập hợp B và viết A ~ B, nếu có một song ánh từ A lên B.


Một tập hợp được gọi là hữu hạn nếu nó không tương đương với một bộ phận thực sự nào của nó. Tập hợp không hữu hạn gọi là tập hợp vô hạn.


Khi các tập hợp A và B tương đương với nhau ta nói rằng chúng cùng một lực lượng hay cùng một bản số. Bản số của tập hợp A ký hiệu bởi |A| hay cardA.


Bản số của một tập hợp hữu hạn được gọi là một số tự nhiên. Ta đặt 
[image: image2.wmf]0
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 và 
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 Tập hợp tất cả các số tự nhiên ký hiệu bởi 
[image: image4.wmf].
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Giả sử a, b thuộc 
[image: image5.wmf],
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và a = |A|, b = |B|. Ta nói a nhỏ hơn hoặc bằng b, kí hiệu là 
[image: image6.wmf]ab,
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 nếu có một đơn ánh từ A tới B (nghĩa là A tương đương với một bộ phận của B).


Nếu a = |A|, b = |B|, 
[image: image7.wmf]AB,
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 và B \ A = {x} thì ta nói b là số liền sau a và kí hiệu b = a’.


Với mỗi số tự nhiên a, số liền sau a’ là duy nhất. Hơn nữa, nếu a < b thì 
[image: image8.wmf]a'b.
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Phép chứng minh quy nạp

Để chứng minh một mệnh đề P(n) đúng với mọi số tự nhiên 
[image: image9.wmf]na
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(a là một số tự nhiên nào đó) ta chứng minh hai điều:


(1) P(a) đúng,


(2) P(n) đúng 
[image: image10.wmf]Þ

 P(n’) đúng.

Phép chứng minh (2) có thể được thay thế bởi

(2’) P(k) đúng với mọi 
[image: image11.wmf]kn
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thì P(n’) đúng.
Tính sắp thứ tự tốt

Mọi bộ phận khác rỗng của các số tự nhiên đều có số nhỏ nhất.


Từ tính chất trên có thể suy ra rằng mọi bộ phận khác rỗng bị chặn của các tập hợp các số tự nhiên đều có số lớn nhất.

2. PHÉP TOÁN TRÊN 
[image: image12.wmf]¥



Trên tập hợp các số tự nhiên 
[image: image13.wmf]¥

ta định nghĩa phép toán cộng và phép toán nhân bởi
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trong đó a = card(A), b = card(B) và 
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Với phép toán cộng ta có:



1)
a + 1 = a’



2)

[image: image16.wmf]abc:acb.
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Số tự nhiên c mà a + c = b được gọi là hiệu của b và a, kí hiệu c = b – a.


Với phép nhân, nếu a = bq, 
[image: image17.wmf]b0,
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thì ta nói a chia hết cho b.


Định lí về phép chia có dư. Với mọi cặp số tự nhiên a, b, 
[image: image18.wmf]b0,
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 luôn tồn tại duy nhất cặp số tự nhiên q và r sao cho


[image: image19.wmf]abqr,0rb.
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BÀI TẬP CHƯƠNG I

1. TẬP HỢP SỐ TỰ NHIÊN 
[image: image20.wmf]¥


1.1. Kí hiệu AB là tập hợp các điểm nằm trên nửa đường tròn đường kính AB, [AB] là tập hợp các điểm của đoạn thẳng AB. Chứng tỏ rằng AB ~ [AB].
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1.2. Xét nửa đường tròn đường kính AB và đường thẳng a song song với AB. Kí hiệu (AB) là tập hợp các điểm của khoảng AB, (a) là tập hợp các điểm của đường thẳng a.

a)
Chứng tỏ rằng ánh xạ
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trong đó M’ được xác định theo hình bên, là một song ánh

b)
Chứng tỏ (a) là tập vô hạn.

1.3. Cho 
[image: image22.wmf]a,b.
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 Chứng minh rằng a < b khi và chỉ khi a’ < b’.
1.4. Cho 
[image: image23.wmf]a,n0.
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 Kí hiệu
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a)
Viết các tập hợp S1, S2, S3.


b)
Bằng phép quy nạp toán học hãy chứng minh rằng
cardSn = n.

1.5. Chứng minh định lý sau: “Mọi bộ phận khác rỗng bị chặn trên của tập hợp số tự nhiên 
[image: image25.wmf]¥

đều có số lớn nhất”.
2. PHÉP TOÁN TRÊN 
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1.6. Cho 
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 chứng minh rằng:

a)
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b)
Nếu 
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 thì 
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1.7. Cho 
[image: image31.wmf]a,b,c,d,ab,cd.
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 Chứng minh rằng:

a)
a + c < b + d


b)
ac < bd.

1.8. Bằng phép quy nạp hãy chứng minh các kết luận sau:

a)
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b)
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[image: image34.wmf](

)

2462nnn1

++++=+

L



d)
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e)
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1.9. Cho ba chữ số khác nhau và khác không. Từ ba chữ số đó thiết lập tất cả các số có ba chữ số. Chứng minh rằng tổng các số này chia hết cho 6 và cho 37.

1.10. Cho hai số tự nhiên m, n với 
[image: image37.wmf]n0.
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 Chứng minh rằng có số tự nhiên x sao cho
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1.11. Cho m là số tự nhiên, chứng minh rằng có cặp số tự nhiên x, r duy nhất sao cho

[image: image39.wmf]2
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1.12. Bằng quy nạp hãy chứng minh rằng với hai số tự nhiên a, b, 
[image: image40.wmf]b0
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luôn tồn tại cặp số tự nhiên q, r duy nhất sao cho
a = bq + r,

r < b.

1.13. Cho g là số tự nhiên lớn hơn 1. Chứng minh rằng mỗi số tự nhiên x khác 0 đều biểu diễn duy nhất dưới dạng
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với 
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)

0i

n0,1ag,0agi1,2,...,n.

³£<£<=


1.14. Nguyên tắc ngăn kéo, hay còn gọi là nguyên lý Đirichlê (Dirichlet) thường được phát biểu dưới dạng sau đây:
“Xếp n quả cam vào n ngăn kéo sao cho không ngăn kéo nào chứa quá một quả cam thì mỗi ngăn kéo chứa đúng một quả cam”

hoặc

“Xếp n + 1 quả cam vào n ngăn kéo một cách tuỳ ý, thì ta có ít nhất hai quả cam nằm trong cùng một ngăn kéo”.

Dựa vào nguyên tắc ngăn kéo hãy chứng minh các kết luận sau:

a)
Trong n (n > 0) số tự nhiên liên tiếp có đúng một số chia hết cho n;

b)
Trong n + 1 số tự nhiên tuỳ ý có ít nhất hai số tự nhiên có hiệu chia hết cho n.

1.15. 
a)
Chia 327 cho b được thương là 7 dư 5. Tìm b?
b)
Chia 159 cho b được thương là 12. Tìm b và số dư?

c)
Chia số a chia 3 được thương là 17. Tìm a và số dư?

d)
Chia a cho 105 được dư là 19. Tìm a và số thương biết rằng 2100 < a < 2150.

1.16. Chứng minh các dấu hiệu chia hết sau:

a)
Một số trong hệ lục phân chia hết cho 3 nếu chữ số cuối cùng của nó là 0 hoặc 3.


b)
Một số trong hệ thất phân chia hết cho 3 nếu tổng các chữ số của nó chia hết cho 3.

1.17. Trong hệ thập phân có bao nhiêu số gồm 10 chữ số đôi một khác nhau? Viết số lớn nhất và số nhỏ nhất trong các số đó.
1.18. Một sinh viên gửi bức điện sau (bằng tiếng Anh) về nhà để xin tiền:
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Giả thiết mỗi chữ cái ký hiệu một chữ số và hai chữ cái khác nhau ký hiệu hai chữ số khác nhau.


Hỏi bạn sinh viên đó xin bao nhiêu tiền?

1.19. Chứng minh rằng số gồm 
[image: image44.wmf]n
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 chữ số giống nhau chia hết cho 
[image: image45.wmf]n
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.
1.20. Chứng minh rằng phương trình sau đây không có nghiệm tự nhiên nào ngoài nghiệm (0, 0, 0, 0):
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1.21. Cho ánh xạ 
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[image: image48.wmf](

)

(

)

(

)

*

fn1ffn,n.

+>Î

¥


Chứng minh f(n) = n với mọi 
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CHƯƠNG II. SỐ NGUYÊN

1. VÀNH CÁC SỐ NGUYÊN


Trên tập tích Đềcác (Descartes) 
[image: image50.wmf]´
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xác định một quan hệ hai ngôi cho bởi:
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Quan hệ ~ là một quan hệ tương đương. Nó xác định trên 
[image: image52.wmf]´
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một sự chia lớp và có tập thương
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Mỗi phần tử thuộc 
[image: image54.wmf]¢

 được gọi là một số nguyên. Tập hợp các số nguyên 
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 lập thành một nhóm cộng giao hoán với phép toán cộng cho bởi:
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Phần tử trung hoà của phép cộng là:
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còn phần tử đối của số nguyên 
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Nhóm cộng 
[image: image60.wmf]¢

 trở thành một vành với phép nhân cho bởi:
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Phần tử đơn vị của phép nhân là:
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Vành 
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 là một miền nguyên, nghĩa là với 
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ta luôn có 
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Nhúng 
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vào 
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và  cách ghi số nguyên


Ánh xạ:
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là một đơn cấu nên 
[image: image69.wmf]¥

đẳng cấu với ảnh 
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 Từ đó ta có thể đồng nhất 
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với ảnh của nó qua phép đồng nhất 
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và xem 
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là một tập con của 
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 Khi đó với mỗi số nguyên 
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2. QUAN HỆ THỨ TỰ TRONG 
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Nếu a > b thì 
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và 
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 được gọi là số nguyên dương.


Nếu a < b thì
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và 
[image: image81.wmf](
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 được gọi là số nguyên âm.


Với 
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 ta định nghĩa:
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Quan hệ 
[image: image84.wmf]£

 này là quan hệ thứ tự toàn phần và tương thích với phép cộng theo nghĩa
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Đối với phép nhân
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Giá trị tuyệt đối. Giá trị tuyệt đối của số nguyên x, kí hiệu |x|, được cho bởi:


[image: image87.wmf]xx
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[image: image89.wmf]xx
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 nếu x là số nguyên âm.


Bộ phận bị chặn. a) Mọi bộ phận khác rỗng các số nguyên bị chặn trên đều có số lớn nhất.

b)
Mọi bộ phận khác rỗng các số nguyên bị chặn dưới đều có số nhỏ nhất.

BÀI TẬP CHƯƠNG II

1. VÀNH CÁC SỐ NGUYÊN

2.1. Đặt
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Chứng minh rằng:


a)

[image: image92.wmf]+-
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b)
Tổng và tích của hai số thuộc 
[image: image94.wmf]+
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lại là một số thuộc 
[image: image95.wmf]+
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.


c)
Tổng của hai số thuộc 
[image: image96.wmf]-
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là một số thuộc 
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. Tích của hai số thuộc 
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là một số thuộc 
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d)
Số đối của một số thuộc 
[image: image100.wmf]+

¢

thì thuộc 
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và ngược lại.

2.2. 

a)
Chứng minh 0.x = 0 với mọi 
[image: image102.wmf]x.
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b)
Ký hiệu 
[image: image103.wmf](
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 Chứng minh (-1).x = -x với 
[image: image104.wmf]x.
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2.3. Chứng minh rằng với mọi 
[image: image105.wmf]x,y,z
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ta luôn có:

a)
(–x).y = x.(–y) = –xy


b)
(–x).(–y) = xy


c)
x(y – z) = xy – xz.

2.4. Chứng minh rằng với mọi phần tử thuộc 
[image: image106.wmf]{
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là chính quy với phép nhân.

2.5. Giả sử tập con A của 
[image: image107.wmf]¢

khác rỗng và đóng kín với phép trừ. Chứng minh rằng:


a)
A đóng kín đối với phép cộng.


b)
Tồn tại 
[image: image108.wmf]n
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sao cho:
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2. QUAN HỆ THỨ TỰ TRONG 
[image: image110.wmf]¢


2.6. Trong 
[image: image111.wmf]¢

 ta xác định quan hệ 
[image: image112.wmf]£

 như sau:
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a)
Quan hệ 
[image: image114.wmf]£

 có phải là một quan hệ thứ tự trong 
[image: image115.wmf]¢

 không?

b)
Kiểm tra xem các tính chất sau còn đúng không:

· 
[image: image116.wmf]x,y,z:xyxzyz,
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c)
Nếu x, y là hai số tự nhiên thì quan hệ 
[image: image118.wmf]£

 có phù hợp với quan hệ thứ tự trong 
[image: image119.wmf]¥

không?

2.7. Dựa vào quy tắc cộng các số nguyên, hãy giải thích, trong những trường hợp nào của hai số nguyên a và b ta có kết quả của phép cộng a + b như sau:


a)
a + b = -(|a| + |b|)


b)
a + b = |a| - |b|


c)
a + b = -(|b| - |a|).

2.8. Giả sử x và y là hai số nguyên âm, chứng minh rằng x < y khi và chỉ khi |y| < |x|.
2.9. Chứng minh điều khẳng định sau: Với mọi 
[image: image120.wmf]x,y,x0
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 tồn tại 
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sao cho y < nx.
2.10. Vành A được gọi là vành sắp thứ tự nếu trên A có quan hệ thứ tự 
[image: image122.wmf]£

 thoả mãn các tính chất:

1)
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2)

[image: image124.wmf]a0,b0ab0.
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Chứng minh rằng vành số nguyên 
[image: image125.wmf]¢

 chỉ có thể được sắp thứ tự một cách duy nhất.

2.11. Chứng minh rằng trong 
[image: image126.wmf]¢

:
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[image: image127.wmf]xx0x0
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b)

[image: image128.wmf]33
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2.12. Tìm các số nguyên dương x, y, z thoả mãn:
xyz = 1 + x + y + z.
2.13. Tìm các số nguyên dương a để tổng
1 + a + a2 + a3 + a4
là một số chính phương.

2.14. Tìm mọi nghiệm nguyên của phương trình
x2 – 2y2 = 1.
CHƯƠNG V. SỐ HỮU TỈ
1. TRƯỜNG SỐ HỮU TỈ

Trên tập tích Đềcác 
[image: image129.wmf]{
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xác định quan hệ tương đương


[image: image130.wmf](
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Ta gọi mỗi phần tử của tập thương 
[image: image131.wmf]*
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 là một số hữu tỉ và ký hiệu 
[image: image132.wmf]¤

 là tất cả các số hữu tỉ.


Trên 
[image: image133.wmf]¤

 xác định hai phép toán

[image: image134.wmf](
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Với hai phép toán này 
[image: image135.wmf]¤

 trở thành một trường, trong đó phần tử trung hoà của phép cộng là 
[image: image136.wmf](
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 phần tử đối của 
[image: image137.wmf](

)

a,b

 là

[image: image138.wmf](
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phần tử đơn vị của phép nhân là 
[image: image139.wmf](
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 và phần tử nghịch đảo của 
[image: image140.wmf](
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 là

[image: image141.wmf](

)

(

)

1

a,bb,a

-

=

 (với 
[image: image142.wmf]a0
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Phép trừ. Với 
[image: image143.wmf]x,y
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 ta gọi hiệu của x và y, kí hiệu x – y, là tổng của x và số đối của y.


Trong 
[image: image144.wmf]¤

 phép trừ luôn thực hiện được và

[image: image145.wmf](
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Phép chia. Với 
[image: image146.wmf]x,y
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, 
[image: image147.wmf]y0
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, thương của x và y, kí hiệu x : y hay 
[image: image148.wmf]x
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 được xác điịn bởi
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[image: image150.wmf](
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Nhúng 
[image: image151.wmf]¢

 vào 
[image: image152.wmf]¤



Ánh xạ

[image: image153.wmf](
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là một đơn cấu vành, do đó 
[image: image154.wmf]¢

 đẳng cấu với ảnh 
[image: image155.wmf](
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 Do đó ta có thể đồng nhất 
[image: image156.wmf]¢

 với 
[image: image157.wmf](
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 qua phép đồng nhất 
[image: image158.wmf](
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 và coi 
[image: image159.wmf]¢

 là vành con của 
[image: image160.wmf].
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 Khi đó mọi số hữu tỉ 
[image: image161.wmf](
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 được viết dưới dạng 
[image: image162.wmf]1
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Phân số. Mỗi số hữu tỉ có thể viết dưới dạng 
[image: image163.wmf]a

,a,b,b0,
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 mà ta gọi là một phân số. Hai phân số 
[image: image164.wmf]a
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 và 
[image: image165.wmf]c
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 bằng nhau nếu ad = bc. Phân số 
[image: image166.wmf]a

b

 được gọi là tối giản nếu ƯCLN(a, b) = 1.


Các phép toán thực hiện trên các phân số theo quy tắc

[image: image167.wmf](
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2. QUAN HỆ THỨ TỰ TRÊN 
[image: image168.wmf]¤



Cho 
[image: image169.wmf]a
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 Khi đó ta định nghĩa

[image: image170.wmf]x0ab0.
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Cho 
[image: image171.wmf]x,y.
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 Khi đó ta định nghĩa

[image: image172.wmf]xyyx0.
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Quan hệ thứ tự 
[image: image173.wmf]£

 là một quan hệ thứ tự toàn phần trên 
[image: image174.wmf].
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 Nó có một số tính chất đáng chú ý sau:
· 
[image: image175.wmf]¤

 là trường sắp thứ tự, nghĩa là

[image: image176.wmf]xyxzyz,
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 và
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· 
[image: image178.wmf]¤

 là trường sắp thứ tự trù mật, nghĩa là với x < y tồn tai sao cho x < z < y.

· 
[image: image179.wmf]¤

 là trường  sắp thứ tự Acsimet, nghĩa là với 
[image: image180.wmf]x,y,x0
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 thì tồn tại 
[image: image181.wmf]n
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 sao cho nx > y.

Cách xây dựng trường số hữu tỉ 
[image: image182.wmf]¤

 từ vành số nguyên 
[image: image183.wmf]¢

 như trên hoàn toàn có thể áp dụng cho việc xây dựng trường các thương K của một miền nguyên D. Hơn nữa, nếu D là miền sắp thứ tự thì K là một trường sắp thứ tự bởi quan hệ thứ tự được định nghĩa hoàn toàn như đã định nghĩa trên 
[image: image184.wmf].
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3. CÁC BIỂU DIỄN CÁC PHÂN SỐ
Số thập phân

Một phân số thập phân là một số hữu tỉ được đại diện bởi một phân số có dạng 
[image: image185.wmf]n
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Mọi phân số thập phân đều có thể biểu diễn dưới dạng (gọi là số thập phân hữu hạn).


[image: image186.wmf]12n
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trong đó 
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Với mỗi số hữu tỉ 
[image: image188.wmf]x0
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 có một và chỉ một dãy số 
[image: image189.wmf](
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 sao cho
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và với mọi 
[image: image192.wmf]n1:
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Từ đó suy ra rằng mọi số hữu tỉ không là phân số thập phân đều biểu diễn dưới dạng


[image: image194.wmf](
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trong đó dãy chữ số viết trong ngoặc được lặp lại vô hạn lần, và được gọi là số thập phân vô hạn tuần hoàn với chu kỳ 
[image: image195.wmf](
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Liên phân số hữu hạn

Một liên phân số hữu hạn là một biểu thức dạng

[image: image196.wmf]0
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(1)
trong đó 
[image: image197.wmf]0
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là một số nguyên, 
[image: image198.wmf]12n
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là những số nguyên dương và 
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Liên phân số (1) được kí hiệu bởi 
[image: image200.wmf][
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Một số hữu tỉ 
[image: image201.wmf]a
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 luôn có thể biểu diễn dưới dạng một liên phân số khi ta thực hiện thuật toán Ơclít đối với a và b. Nếu
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thì 
[image: image203.wmf]a
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 biểu diễn được dưới dạng liên phân số (1).


Giản phân cấp 
[image: image204.wmf](
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của liên phân số (1) là phân số có dạng biểu diễn

[image: image205.wmf]k0

1

2

k

1

q

1

q

1

q

1

q

d=+

+

+

+

O




(2)

Giản phân 
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- Một vài tính chất đáng chú ý của giản phân

· 
[image: image208.wmf](
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[image: image210.wmf]k
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 và 
[image: image211.wmf]k
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 nguyên tố cùng nhau
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Phương trình vô định
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có thể giải được nhờ liên phân số. Nếu b > 0 và 


[image: image213.wmf][
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thì phương trình có nghiệm
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BÀI TẬP CHƯƠNG IV

1. TRƯỜNG SỐ HỮU TỈ

5.1. Giả sử rằng a, b là hai số nguyên nguyên tố cùng nhau, 
[image: image215.wmf]b0.
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 Chứng minh rằng

[image: image216.wmf](
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5.2. Giải phương trình sau trong 
[image: image217.wmf]:
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5.3. Chứng minh rằng:

a.

[image: image220.wmf]0.x0,x

 

="Î

¤



b.

[image: image221.wmf]x.y0x0hoy0.
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5.4. Chứng minh rằng số hữu tỉ 
[image: image222.wmf](
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 là một số nguyên khi và chỉ khi a là bội của b.
5.5. Chứng minh rằng trường số hữu tỉ 
[image: image223.wmf]¤

là trường nhỏ nhất (theo quan hệ bao hàm) chứa vành số nguyên 
[image: image224.wmf].
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5.6. Chứng minh rằng nếu 
[image: image225.wmf]a

b

 và 
[image: image226.wmf]c
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 là hai phân số tối giản, b > 0, d > 0 và 
[image: image227.wmf]ac
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 thì a = c, b = d.
5.7. Thực hiện các phép tính sau:
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[image: image228.wmf](
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g.
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5.8. Chứng minh rằng 
[image: image234.wmf]22
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 với mọi a, b nguyên dương, 
[image: image235.wmf]ab.
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5.9. Chứng minh rằng với mọi 
[image: image236.wmf]n,

Î

¢

phân số

[image: image237.wmf]2

2

15n8n6

30n21n13

++

++


là phân số tối giản.

5.10. Chứng minh rằng 
[image: image238.wmf]n
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Tổng quát hoá cho


[image: image240.wmf](
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2. QUAN HỆ THỨ TỰ TRÊN 
[image: image241.wmf]¤


5.11. Chứng minh rằng với mọi số hữu tỉ x đều tồn tại số nguyên m duy nhất sao cho:

[image: image242.wmf]mxm1.
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Số nguyên m gọi là phần nguyên của x và ký hiệu m = [x].

5.12. Tìm phần nguyên [x] của x, biết

a.

[image: image243.wmf]17
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b.

[image: image244.wmf]35
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c.

[image: image245.wmf]1243
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[image: image246.wmf]1421
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5.13. Cho 
[image: image247.wmf]*
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 Chứng minh rằng số các số tự nhiên khác 0 không vượt quá x mà là bội của m bằng 
[image: image248.wmf]x
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5.14. Giả sử 
[image: image249.wmf]ac
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 là hai phân số với mẫu dương, khi đó phân số 
[image: image250.wmf]ac
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 gọi là phân số trung gian của hai phân số nói trên.

Chứng minh:

Nếu 
[image: image251.wmf]ac
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 thì 
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5.15. Tìm tất cả các bộ 
[image: image253.wmf](
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5.16. Tìm nghiệm nguyên của phương trình

[image: image255.wmf]22
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5.17. Cho a và b là hai số nguyên dương nguyên tố cùng nhau. Đặt 
[image: image256.wmf](
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 Chứng minh rằng tồn tại một số nguyên 
[image: image257.wmf]0
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nhỏ nhất sao cho mọi số nguyên 
[image: image258.wmf]0
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đều thuộc S. Tìm giá trị của 
[image: image259.wmf]0
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5.18. Trường K gọi là sắp thứ tự nếu trên K có quan hệ thứ tự 
[image: image260.wmf]£

 thoả mãn

(1) 
[image: image261.wmf]xyxcyc
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(2) 
[image: image262.wmf]a0,b0ab0.
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Chứng minh rằng mọi trường sắp thứ tự K đều chứa trường con đẳng cấu với 
[image: image263.wmf].

¤


5.19.

a.
Chứng minh rằng trường số hữu tỉ 
[image: image264.wmf]¤

 chỉ có thể sắp thứ tự một cách duy nhất.


b.
Hãy mở rộng cho trường các thương K của miền sắp thứ tự D.

5.20. Chứng tỏ rằng trường số hữu tỉ 
[image: image265.wmf]¤

 là sắp thứ tự Acsimet, nghĩa là với mọi 
[image: image266.wmf]x,y,x0,
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đều tồn tại số tự nhiên n sao cho nx > y.
5.21. Cho a là một số hữu tỉ, k là số nguyên dương. Chứng minh rằng có số nguyên duy nhất m sao cho

[image: image267.wmf](
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3. CÁC BIỂU DIỄN CỦA PHÂN SỐ
5.22. Biểu diễn các số hữu tỉ sau dưới dạng số thập phân:

[image: image268.wmf]4153137
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5.23. Viết các số thập phân vô hạn tuần hoàn sau dưới dạng phân số tối giản:

a.
13,(5);

-13,1(5);

-13,12(5)


b.
4,(31);

-4,6(31);

-4,06(31)


c.
0,(123).

5.24. Tính

a.
13,(12) + 3,0(5)


b.
-0,0(32)
[image: image269.wmf]´

1,01(3).

5.25. Chứng tỏ rằng số thập phân vô hạn tuần hoàn: 
[image: image270.wmf](
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0,aa...a

 viết dược dưới dạng phân số là 
[image: image271.wmf]{
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5.26. Cho x = 3,15(23), viết số thập phân hữu hạn xấp xỉ bằng x với sai số không vượt quá 
[image: image272.wmf]1
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1000000

 Cũng câu hỏi trên với 5,4(51).
5.27. Biểu diễn các số hữu tỉ sau dưới dạng liên phân số:

a.

[image: image273.wmf]219
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b.

[image: image274.wmf]1937
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c.
x = 1,2534


d.
x = -3,1(47).

5.28. Tìm các giản phân của liên phân số sau:

a.
[1; 1, 1, 1, 1, 1, 2]

b.
[-1; 1, 2, 1, 2, 1, 2].

5.29. Giả sử 
[image: image275.wmf]0
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 là giản phân của một liên phân số.

a.
Tính hiệu 
[image: image276.wmf]kk1
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b.
Chứng minh rằng trong hai giản phân liên tiếp thì giản phân cấp chẵn nhỏ hơn giản phân cấp lẻ.

5.30. Cũng với giả thiết như bài 5.29:

a.
Tính hiệu 
[image: image277.wmf]kk2
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b.
Chứng minh rằng dãy các giản phân cấp chẵn tăng, còn dãy giản phân cấp lẻ giảm.

5.31. Giả sử 
[image: image278.wmf]01k
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 là các mẫu số của các giản phân của một liên phân số. Chứng minh rằng:

a.

[image: image279.wmf]012
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b.
ƯCLN(Qk, Qk-1) = 1, 
[image: image280.wmf]k1.
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5.32. Cho liên phân số 
[image: image281.wmf][
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 và 
[image: image282.wmf]k
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 là các giản phân của nó với k = 0, 1,..., n. Chứng minh rằng:

a.

[image: image283.wmf][
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b.

[image: image284.wmf][
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5.33. Hãy so sánh một giản phân cấp chẵn bất kỳ với một giản phân cấp lẻ bất kỳ của một liên phân số.
5.34. Giải các phương trình vô định sau bằng liên phân số:

a.
91x + 34y = 5


b.
258x – 175y = 113


c.
164x + 456y = 40.

CHƯƠNG VI. SỐ THỰC VÀ SỐ PHỨC

1. SỐ THỰC


Mỗi số thập phân vô hạn không tuần hoàn được gọi là một số vô tỉ. Tập hợp tất cả các số hữu tỉ và số vô tỉ được gọi là tập hợp số thực, ký hiệu là 
[image: image285.wmf].

¡



Số thực


[image: image286.wmf]012n

A,aa...a...

a=


trong đó 
[image: image287.wmf]{

}

0i

A,a0,1,2,...,9

ÎÎ

¥

được gọi là số thực dương nếu các chữ số 
[image: image288.wmf]012n

A,a,a,...,a,...

 không bằng 0 tất cả. Khi đó số đối 
[image: image289.wmf]-a

 được gọi là số thực âm.


Nếu 
[image: image290.wmf]012n

A,aa...a...

a=

, 
[image: image291.wmf]012n

B,bb...b...

b=

 sao cho


[image: image292.wmf]0011k1k1kk

AB,ab,...,ab,ab
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thì ta nói 
[image: image293.wmf]a

 nhỏ hơn 
[image: image294.wmf]b

, ký hiệu 
[image: image295.wmf].

a<b



Mọi số thực âm luôn được coi là nhỏ hơn các số thực không âm.


Nếu 
[image: image296.wmf]a

 và 
[image: image297.wmf]b

 là hai số thực âm thì 
[image: image298.wmf]a<b

 nếu 
[image: image299.wmf].

b<a


Cận trên và cận dưới

Số nhỏ nhất trong các chặn trên của một tập con M của 
[image: image300.wmf]¡

 được gọi là cận trên của M và ký hiệu bởi supM.


Số lớn nhất trong các chặn dưới của tập con M của 
[image: image301.wmf]¡

 được gọi là cận dưới của M và ký hiệu bởi infM.

Mọi bộ phận 
[image: image302.wmf]M

¹Æ

 của 
[image: image303.wmf]¡

 bị chặn trên (dưới) đều có cận trên (dưới).

Phép toán trong 
[image: image304.wmf]¡



Đối với số thực


[image: image305.wmf]012n

A,aa...a...

a=


ta đặt


[image: image306.wmf]0012n

A,aa...a

a=


và gọi 
[image: image307.wmf]0

a

là xấp xỉ thiếu cấp n của 
[image: image308.wmf].
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 Rõ ràng:


[image: image309.wmf]{
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Với hai số thực không âm 
[image: image310.wmf],
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 ta định nghĩa tổng và tích của chúng

[image: image311.wmf]{
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Nếu 
[image: image312.wmf],
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 cùng âm thì 
[image: image313.wmf]...
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Nếu 
[image: image314.wmf]a

 âm và 
[image: image315.wmf]b

 không âm thì 
[image: image316.wmf](
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Xây dựng trường số thực qua vành các dãy hữu tỉ cơ bản

Bây giờ ta trình bày một cách xây dựng khác của trường số thực 
[image: image317.wmf].

¡

 Một dãy hữu tỉ 
[image: image318.wmf](
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n

a,n,
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¥

 gọi là dãy cơ bản hay dãy Côsi nếu với mọi số hữu tỉ dương r tồn tại số tự nhiên 
[image: image319.wmf]0

n

 sao cho với mọi cặp số tự nhiên 
[image: image320.wmf]0
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 ta có 
[image: image321.wmf]pq
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Trên tập B tất cả các dãy cơ bản cho hai phép toán

[image: image322.wmf](
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Khi đó B lập thành một vành giao hoán có đơn vị 
[image: image323.wmf]10,
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 trong đó 
[image: image324.wmf](
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 mà 
[image: image325.wmf]n
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với mọi n và 
[image: image326.wmf](
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 mà 
[image: image327.wmf]n

c0
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 với mọi n.


Gọi R là tập tất cả các dãy hữu tỉ 
[image: image328.wmf](

)

n
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 hội tụ về 0 (dãy như vậy gọi là dãy không), thế thì R là một iđêan của vành B. Vành thương 
[image: image329.wmf]B

R

là một trường, được gọi là trường số thực 
[image: image330.wmf].
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Ta có thể nhúng trường 
[image: image331.wmf]¤

 vào trường số thực 
[image: image332.wmf]¡

 nhờ đơn cấu chính tắc

[image: image333.wmf](
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trong đó (a) là dãy mà mọi số hạng đều bằng a. Đồng nhất a với 
[image: image334.wmf](
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a

 ta có thể xem 
[image: image335.wmf]¤

 là trường con của 
[image: image336.wmf].
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Nếu 
[image: image337.wmf](

)

n

a

 là một dãy cơ bản khác không (không hội tụ về 0) thì bắt đầu từ một chỉ số n nào đó trở đi các số hạng 
[image: image338.wmf]n

a

có cùng dấu. Tuỳ theo dấu này là dương hay âm mà ta sẽ gọi 
[image: image339.wmf](
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n

a

là dãy dương hay dãy âm.

Hơn nữa, nếu 
[image: image340.wmf](
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n

a

 là một dãy dương (hay âm) thì mọi dãy 
[image: image341.wmf](
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 cũng là một dãy dương (hay âm). Bởi vậy ta gọi số thực 
[image: image342.wmf](
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 là số thực dương và viết 
[image: image343.wmf]0
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 nếu 
[image: image344.wmf](
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 là dãy dương.


Bây giờ trên 
[image: image345.wmf]¡

 ta đưa ra quan hệ

[image: image346.wmf]0
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và 
[image: image347.wmf]¡

 trở thành một trường sắp thứ tự, hơn nữa là sắp thứ tự Acsimet: với mọi số thực dương a và mọi số thực dương b tồn tại số tự nhiên k sao cho 
[image: image348.wmf]kab.
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Nếu trong 
[image: image349.wmf]¤

 một dãy cơ bản có thể không hội tụ thì trong 
[image: image350.wmf]¡

mọi dãy cơ bản đều hội tụ, nghĩa là 
[image: image351.wmf]¡

là trường sắp thứ tự đầy đủ.

2. SỐ PHỨC

Tập hợp

[image: image352.wmf](
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cùng với hai phép toán

[image: image353.wmf](
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lập thành một trường, được gọi là trường số phức.


Đơn cấu

[image: image354.wmf](

)

:

aa,0

     

j®

¡£

a


cho phép ta xem 
[image: image355.wmf]¡

 như một trường con của 
[image: image356.wmf]£

bởi phép đồng nhất 
[image: image357.wmf](
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Phần tử 
[image: image358.wmf](
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 của 
[image: image359.wmf]£

 thoả mãn phương trình

[image: image360.wmf]2

x10.

+=



Hơn nữa, mọi phần tử 
[image: image361.wmf](
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 của 
[image: image362.wmf]£

 có thể biểu diễn dưới dạng

x = a + bi

gọi là dạng đại số của x; a được gọi là phần thực, b gọi là phần ảo của x.

[image: image442.emf] 

y  

x  

b  

a  

M  

O  

  

Dạng lượng giác của số phức

Mỗi số phức x = (a, b) có thể biểu diễn như một véctơ 
[image: image363.wmf]OM

uuuur

 trong mặt phẳng toạ độ.

Gọi r là độ dài của 
[image: image364.wmf]OM

uuuur

 và 
[image: image365.wmf]j

 là góc tạo bởi 
[image: image366.wmf]OM
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 với trục Ox ta có

[image: image367.wmf](
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[image: image368.wmf]22
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 gọi là môđun của x; còn góc 
[image: image369.wmf]j

 (xác định sai khác 
[image: image370.wmf]2k,k
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) gọi là argument của x, kí hiệu 
[image: image371.wmf]argx.
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Phép nhân hai số phức

[image: image372.wmf](
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cho bởi công thức
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Từ đó
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(gọi là công thức Moavrơ)

Khai căn bậc n

Tập tất cả các căn bậc n của số phức
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BÀI TẬP CHƯƠNG VI

1. SỐ THỰC

6.1. Chứng minh rằng không có số hữu tỉ nào mà:

a.

[image: image377.wmf]2

x5
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b.

[image: image378.wmf]3

x7

=




c.

[image: image379.wmf]2

xm

=

, trong đó m là số tự nhiên khác số chính phương.

6.2. So sánh các số thực x và y với:

a.
x = 5,13(132);


y = 5,13(123)


b.
x = 0,121221...

y = 0,1212221...


c.
x = -4,357916...

y = -4,357914...

6.3. Tìm một số hữu tỉ a sao cho x < a < y với:

a.
x = 1,379546...

y = 1,375947...


b.
y = -0,987654...

y = -0,987655...

6.4. Cho x là một số hữu tỉ, y là một số vô tỉ. Hỏi x + y, x.y là số vô tỉ hay hữu tỉ? Cũng câu hỏi như trên với x và y đều là số vô tỉ.

6.5. Cho M là một bộ phân khác rỗng, bị chặn trên của 
[image: image380.wmf].
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 Chứng minh rằng số thực 
[image: image381.wmf]a

 là cận trên của M khi và chỉ khi nó thoả mãn hai điều kiện sau:

a.

[image: image382.wmf]x,xM
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b.

[image: image383.wmf],0,xM
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 sao cho 
[image: image384.wmf]x.

>a-e


6.6. Phát biểu và chứng minh điều kiện cần và đủ để một số thực là cận dưới của một tập con khác rỗng, bị chặn dưới của 
[image: image385.wmf].
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6.7. Cho 
[image: image386.wmf]AB,A.
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 Chứng minh:

a.
Nếu B bị chặn dưới thì A cũng bị chặn dưới và 
[image: image387.wmf]infAinfB.
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b.
Nếu B bị chặn trên thì A cũng bị chặn trên và 
[image: image388.wmf]supAsupB.

£


6.8. Giả sử 
[image: image389.wmf]n

a

 và 
[image: image390.wmf]n
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là hai số nguyên sao cho

[image: image391.wmf](
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Chứng minh rằng 
[image: image392.wmf](
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6.9. Chứng minh rằng:

a.
Trường 
[image: image393.wmf]¤

 chỉ có một sự đẳng cấu duy nhất là phép đồng nhất 
[image: image394.wmf]id.

¤



b.
Trường 
[image: image395.wmf]¡

 chỉ có một sự đẳng cấu duy nhất là 
[image: image396.wmf]id.

¡


6.10. Trường số thực 
[image: image397.wmf]¡

 là sắp thứ tự Acsimet: với mọi cặp số thực 
[image: image398.wmf],,0

aba>

đều tồn tại 
[image: image399.wmf]k
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¥

 sao cho 
[image: image400.wmf]k.
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6.11. Chứng minh rằng trường số thực 
[image: image401.wmf]¡

 là trù mật hữu tỉ, nghĩa là với hai số thực a < b tồn tại số hữu tỉ q sao cho a < q < b.
6.12. Trong 
[image: image402.wmf]¤

 cho dãy 
[image: image403.wmf](
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 xác định bởi

[image: image404.wmf]n
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Chứng minh rằng dãy 
[image: image405.wmf](
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n
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 cơ bản nhưng không hội tụ trong 
[image: image406.wmf]¤

.

6.13. 
a.
Chứng minh rằng trường số thực 
[image: image407.wmf]¡

 là trường sắp thứ tự đầy đủ cực tiểu, nghĩa là mọi trường con của 
[image: image408.wmf]¡

 sắp thứ tự đầy đủ đều trùng với 
[image: image409.wmf]¡

.
b.
Chứng minh rằng trường số thực 
[image: image410.wmf]¡

 là trường sắp thứ tự Acsimet cực đại, nghĩa là mọi trường sắp thứ tự Acsimet và chứa 
[image: image411.wmf]¡

là trường con đều trùng với 
[image: image412.wmf]¡

.

6.14. Chứng minh rằng mọi số thực dương đều có căn bậc 2.
2. SỐ PHỨC
6.15. Tính các luỹ thừa của i: 
[image: image413.wmf]2345

i,i,i,i.

 Tổng quát: tính 
[image: image414.wmf]n

i

 với 
[image: image415.wmf]n.
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6.16. Thực hiện các phép tính x + y, x – y, x.y, với

a.

[image: image416.wmf]x32i;
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[image: image417.wmf]y53i
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b.

[image: image418.wmf]13
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[image: image419.wmf]13
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6.17. Viết các số phức sau dưới dạng lượng giác

a.
1 + i


b.
i


c.

[image: image420.wmf]1i3

-



d.

[image: image421.wmf]1i3.
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6.18. Tính:

a.

[image: image422.wmf](
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b.

[image: image423.wmf](
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6.19. Tính:

a.

[image: image424.wmf]34i
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b.

[image: image425.wmf]86i
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c.

[image: image426.wmf]1i3
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d.

[image: image427.wmf]4
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6.20. Tính:

a.

[image: image428.wmf](
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b.

[image: image429.wmf]1i
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6.21. Giả sử 
[image: image430.wmf]13
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 hay tính:

[image: image431.wmf](
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6.22. Giải các phương trình sau trong 
[image: image432.wmf]:

£



a.

[image: image433.wmf]2
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b.

[image: image434.wmf](

)

(

)

2

x2ix17i0

+++-+=



c.

[image: image435.wmf]42
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6.23. Tính:

a.

[image: image436.wmf]3

i





b.

[image: image437.wmf]5

i.



Biểu diễn các giá trị tìm được trên mặt phẳng phức.

6.24. Đặt 
[image: image438.wmf]22
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Chứng minh rằng tập hợp các căn bậc n của 1 là:


[image: image439.wmf]{
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6.25. Chứng minh rằng trường số phức 
[image: image440.wmf]£

 không là trường sắp thứ tự.
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